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Введение
Резонансное взаимодействие заряженных 

частиц и электромагнитных волн типа сви-
стящих атмосфериков является одним из ме-
ханизмов питч-углового рассеяния, приводя-
щего к высыпанию частиц из радиационных 
поясов [1]. В настоящее время проводятся 
исследования по использованию особо низко-
частотного (ОНЧ) излучения наземных пере-
датчиков для контролируемого высыпания 
электронов из радиационных поясов [2-4], 
поэтому оценка влияния электромагнитных 
волн указанного типа на питч-углы электро-
нов, захваченных магнитным полем Земли, 
представляет несомненный интерес.

Эта задача рассматривалась ранее в рабо-
те [5], где для питч-угла электрона получе-
но дифференциальное уравнение, решение 
которого возможно лишь на основе числен-
ных методов. Целью данной работы являет-
ся получение аналитического выражения для 
оценки изменения питч-угла в частном слу-
чае резонансного взаимодействия электрона 
с электромагнитной волной типа свистящего 
атмосферика. Речь идет о волне, распростра-
няющейся вдоль силовой линии геомагнит-
ного поля. Возможность волноводного рас-
пространения свистящих атмосфериков в 
магнитосфере обусловлена наличием в ней 

неоднородностей концентрации плазмы, вы-
тянутых вдоль силовых линий геомагнитного 
поля (т.н. дакты) [6].

Постановка задачи
Показатель преломления электромагнит-

ной волны типа свистящего атмосферика 
определяется следующим выражением [7]:

 n = 
)( 



B

p , (1)

где  – частота волны, p – плазменная 
частота, B = eB()/mc – циклотронная часто-
та электрона в геомагнитном поле B() = B0

 2cos34 /cos6,  – геомагнитная широта. 
Здесь предполагается, что волна распростра-
няется вдоль силовой линии геомагнитного 
поля r = LRcos2, где L = r0/R, r0 – расстояние в 
плоскости геомагнитного экватора от центра 
Земли до силовой линии, R – радиус Земли, 
т.е. B0 – величина магнитного поля в точке пе-
ресечения силовой линии с плоскостью гео-
магнитного экватора.

Влияние электромагнитной волны на питч-
угол электрона наиболее заметно в условиях 
резонанса, т.е. когда частота волны с учетом 
доплеровского сдвига совпадает с частотой 
вращения электрона в геомагнитном поле. Из 
выражения (1) следует, что частота электро-
магнитной волны должна быть меньше ци-
клотронной частоты электрона, поэтому ус-
ловие резонансного взаимодействия частицы 
с волной может выполняться только при дви-
жении электрона навстречу волне:

 (1 + cosr) = . (2)
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Здесь p – импульс электрона,  = (1 + p2/
m2c2)1/2 – релятивистский фактор,  = eBr/mc, 
e – заряд электрона, m – его масса, Br = B(r), 
r – геомагнитная широта точки резонанса, nr 
= n(r), r = (r) – коэффициент преломления 
волны и питч-угол электрона в этой точке.

Для анализа движения электрона вблизи 
точки резонансного взаимодействия можно 
пренебречь кривизной силовой линии и вве-
сти декартову систему координат с началом 
в точке резонанса, при этом ось Oz направле-
на вдоль геомагнитного поля. В этом случае 
вблизи начала системы координат поле элек-
тромагнитной волны, распространяющейся 
вдоль оси Oz, запишется в следующем виде 
через свои компоненты:

b(z, t) = A(cos sin 0), 

E(z, t) = 
rn

A (sin – cos 0),

где A – амплитуда магнитного поля волны 
при  = r,  = (t –  ndz /c) – фаза волны.

Уравнение движения электрона в геомаг-
нитном поле при воздействии поля электро-
магнитного волны имеет вид:

 p  = – e [p(B(x) + b(z, t))] – eE(z, t), (3)

где точкой обозначается дифференцирова-
ние по времени. Направление перемещения 
частицы противоположно направлению оси 
Oz, поэтому pz = – pcos. Дифференцируя это 
соотношение по времени и исключая p  с по-
мощью уравнения (3), в результате найдем 
следующее уравнение для питч-угла электро-
на:

  = 
sinp

e { 1 [p(B(x) +

 + b(z, t))]z – 
p
1 pE(z, t)cos}. (4)

Применение метода 
последовательных приближений

Показатель преломления рассматривае-
мых электромагнитных волн в магнитосфере 
имеет значение  10, поэтому определяющим 
является воздействие магнитного поля волны. 
Это означает, что электромагнитную волну 
можно считать слабой, если магнитное поле 
волны значительно меньше геомагнитного 

поля. В этом случае для решения уравнения 
(4) можно использовать метод последова-
тельных приближений, т.е.  = 0 + 1 + …. 
Очевидно, что в качестве основного при-
ближения следует взять движение электрона 
в геомагнитном поле, т.е. его перемещение 
вдоль силовой линии по спирали с перемен-
ным шагом. При таком движении питч-угол 
электрона в любой точке силовой линии мож-
но найти с помощью известного адиабатиче-
ского инварианта:

 
B

0
2sin 

 = const. (5)

Это изменение питч-угла происходит до-
статочно медленно, поэтому в основном при-
ближении для характеристик движения ча-
стицы в окрестности начала системы коорди-
нат можно считать 0 = r:

px = psinrcos, py = psinrsin, 

  = , z = – ut, u = 
m

p cosr.

Учитывая резонансное условие (2), из 
уравнения (4) для поправки первого прибли-
жения получим:

 1  = sin( – ),  = 1 + 

 r

2cos
, (6)

Для вычисления разности фазы поперечно-
го вращения частицы вокруг силовой линии  
и фазы волны  используем разложение гео-
магнитного поля и показателя преломления 
вблизи начала системы координат; при r  0 
можно ограничиться линейными членами:

B = Br + z , n = nr + f, f = ,

где  = z/LR. Основные члены разложения 
не дают вклада в силу условия (2), поэтому 
уравнение (6) запишется в следующем виде:

 1  = 0 0B
A

sin( – 2

2), (7)

где  – начальное значение разности фаз, а 
также введены обозначения:

 = 0t, 0 = ,  = [

 (9 – f )]1/2, 
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 = 
)sin31(cos3

)sin53(sin
28

2

rr

rr


 ,  = , 

 = 
0


c
u

.

Решение уравнения (7) выражается через 
интегралы Френеля C(x) и S(x) [8]. Для изме-
нения питч-угла электрона после резонансно-
го взаимодействия с волной найдем:

  = 
0B

A



(Usin – Vcos). (8)

Здесь U = C(2) – C(1), V = S(2) – S(1), 
1 = 0t1, 2 = 0t2, t = t2 – t1 – длитель-
ность резонансного взаимодействия. Графики 
функций C(x) и S(x) представлены на рис. 1, 
из которых следует, что t1  – 1/0, t2  1/0.

Резонанс вблизи плоскости 
геомагнитного экватора

Полученный выше результат (8) оказыва-
ется неприменимым в плоскости геомагнит-
ного экватора, т.к. при r = 0 линейные члены 
разложения равны нулю, поэтому в этом слу-
чае нужно удерживать члены второго поряд-
ка. Для геомагнитного поля и показателя пре-
ломления вблизи экваториальной плоскости 
имеем:

B = B0(1 + 
2
9
2), n = n0 + 

2
1 g2, g = 

0
2

2

d
nd ,

где n0 – значение показателя преломления 
в точке пересечения силовой линии с плоско-
стью геомагнитного экватора, т.е. в данном 
случае Br = B0(1 + 4,5 2

r ), nr = n0 + 0,5g 2
r .

Аналогичным образом найдем, что при 
резонансе вблизи плоскости геомагнитного 
экватора поправка первого приближения опи-
сывается следующим уравнением:

 1  = 0 0B
A

sin[ + 2


(3 – a2)], (9)

где введены обозначения:

 = 0t,  = [


3

2
(9 – g)]1/3, a = 3r 

 .

Из уравнения (9) для изменения питч-угла 
электрона после резонансного взаимодей-
ствия получим:

 = 
0B

A

 {[F(2) – F(1)]sin + 

 + [G(2) – G(1)]cos}, (10)

где 1 = 0t1, 2 = 0t2. Входящие в это 
выражение функции F(x) и G(x) определяют-
ся следующим образом:

F(x) = , 

G(x) = .

Графики функций F(x) и G(x) для резонанса 
в плоскости геомагнитного экватора, т.е. при 
a = 0, представлены на рис. 2. Эти графики 
позволяют сделать вывод, что длительность 
резонансного взаимодействия в плоскости эк-
ватора t  2/0.

Результат вычисления с помощью выра-
жения (8) оказывается примерно одинаковым 
с результатом, который получается из выра-

Рис. 1. Графики интегралов Френеля: 
кривая 1 – C(x), кривая 2 – S(x)

Рис. 2. Графики функций F(x) (кривая 1) 
и G(x) (кривая 2) при κ = 0
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жения (10) при a = 2. Это означает, что для 
оценки изменения питч-угла электрона при 
r < 2/3 следует использовать выражение 
(10), а для других положений точки резонан-
са – выражение (8).

Заключение
Полученные результаты показывают, что 

воздействие слабой электромагнитной волны 
приводит к небольшим колебаниям питч-угол 
электрона, т.е. до попадания в резонансную 
область волна не оказывает влияния на усред-
ненное по периоду волны значение питч-угла, 
которое плавно изменяется в соответствии с 
адиабатическим инвариантом (5). Резонанс-
ное взаимодействие частицы с волной приво-
дит к практически скачкообразному измене-
нию среднего значения ее питч-угла.

Как видно из выражений (8), (10), в резуль-
тате воздействия электромагнитной волны 
приращение питч-угла электрона может быть 
положительным или отрицательным в зависи-
мости от начального значения разности фаз. 
Будем считать, что частицы, удовлетворяю-
щие резонансному условию (2), равномерно 
распределены по начальным значениям раз-
ности фаз. Тогда, записывая выражение (8) в 
следующем виде:

 = 
0B

A

 22 VU  sin( – ),

где tg = V/U, найдем, что после резонанс-
ного взаимодействия у половины электронов 
происходит увеличение питч-угла в среднем 
на величину    2 2 A/B0, а у другой 
половины – такое же уменьшение питч-угла.

Аналогичная картина имеет место и для 
резонанса вблизи плоскости геомагнитного 
экватора, однако изменение среднего значе-
ния питч-угла будет другим; в частности, из 
выражения (10) следует, что в плоскости эк-
ватора    2,6A/B0.
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